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SérieN°3 : Formes bilinéaires et Formes quadratiques

Exercice 1

On désigne paF,, E», F' et G des espaces vectoriels sur un méme corps commitabiér v et v des
endomorphismes dE, parw une application linéaire d&' dansG et parf une application bilinéaire de
FE; x E5 dansF.

1. Montrer que l'applicatiog de £, x E5 dansF' définie par

(x,y) — f(u(x),v(y))

est bilinéaire.
2. Montrer que 'application composéeo f est bilinéaire.

3. SoitE;, = E; = E = K[X] I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients daridontrer que les
applicationsy ety de F;, x E»> danskE définies par

o(P,Q) = (PQ)’, ou (PQ) estladérivée déQ

Y(P,Q)=S, ou S(X)=PX-1)Q(X)
sont bilinéaires.

Exercice 2

SoientE et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commitetif vy, ..., u,} et{vi,...,v,}
sont des bases dg et F' respectivement. Soif’ un espace vectoriel sl de dimensionnn et lesmn
vecteurs d'une base dE notése;; sont indexés par les couples d'enti¢isj) tels quel < i < m et
1 < j < n.On définit I'applicationp de I'ensemble produik x F' dansT par

p(r,y) =D > &njei; S x= &ui et y=> nu,
i=1 j—1 i=1 j=1

1. (a) Montrer que, sH un espace vectoriel sur le corfiset f une application bilinéaire d& x F
dansH, alors il existe une application linéaire et une seutieT” dansH telle que

f=gop.

(b) SoientB(E, F'; H) I'espace vectoriel des applications bilinéairedtte F dansH et.Z (T, H)
I'espace des applications linéairesHelansH.
Quelles sont les propriétés de I'applicatén B(E, F; H) — Z(T,H), f — g = ®(f).

2. Vérifier qued est linéaire.
3. Ondésigne pafu}, ..., ul,} et{v],..., v} } des bases de et F.

a) Ecrire I'expression de(x,y) en fonction des coordonnégs ... &, etnl,...,n., dex ety
771 nn
dans les baseai), ..., ul, } et{v},... v, }.

(b) Montrer que les vecteue$, = ¢(u},, v;,) forment une base dE, puis donner les coordonnées
de ces vecteurs dans la base en fonction des termes des matrices de passage des bases
{u1,...,um} et{vy,...,v,} aux basegut, ..., ul, } et{v],...,v,}

4. Peut-on définir pour les applications trilinéaires uneoadposition qui généralise celle indiquée en
guestionl. our les applications bilinéaires ?



Exercice 3
Soit ) une forme quadratique s&, on sait que :

(i) il existe des formes linéaires indépendanfetelle que
p
Q)= eif}(z) ol &=+l
=1

(i) le nombrep des formes’; est le méme pour toutes les décompositionQdki type précédenp(est
le rang de).

Etablir que pour deux décompositions de ce type, le nomtsedefficients; égaux a 1 est le méme (et
donc aussi le nombre des coefficientggaux a (-1)).

Exercice 4
On considére la forme quadratiqieléfinie dan&k* par :

f(X) = a:2—|—2y2 —z2+2t2+2xy+2xt+2yt+2yz—2zt

ouz,y, z,t désignent les coordonnées Hedans la base canonique Bé.
1. Déterminer des formes linéaires indépendafitésles que :

FX) =) alt:s(X))?, avec g ==+1.

2. Indiquer une base d& telle que la matrice d¢ dans cette base soit diagonale.

Exercice 5
On considére la forme quadratiqieléfinie dangk? par :

F(X) =4da? + 4% + 2% + 2yz + 222 — 4ay

ouz,y, z désignent les coordonnées Mledans la base canonique B2.
1. Déterminer le rang de la formget chercher si cette forme est positive (On pourra pour czleeé

2. Déterminer la matricd de la forme quadratiqug.
3. Déterminer une base orthonormaleRfetelle que la matrice de la formg dans cette base soit
diagonale ; on donnera la matrice de passAg son inverse 1.

4. Utiliser les résultats d8. pour retrouver les résultats du

Exercice 6
On déssigne paf une forme quadratiquB™ et parA = (a;;) Sa matrice dans la base canonique; on
écrira :
f(X)=XTAX = (AX, X)
ouX = (&,...,&,) estle vecteuX relativament & la base canoniquelie
On suppose que la formgéest positive non dégénérée.
1. Montrer qu'il existe des formes linéairéstelles que 7;(X) = Zpi a;i;&, (1=1,2,...,n)

FX) =) (X))

i=1
et que ces formes sont uniques si on impose les conditions :
aijzo (i=1,2,...,n)
2. Montrer gu'il existe une matrice triangulaire supéreeet une seuld” = (6;;) satisfaisant aux

conditions : les termesd;; de la diagonale sont positifsd = 77T

3. Peut-on énoncer un résultat analogue a celul)dsi la A est la matrice d’une forme quadratique
hermitienne su€™ positive et non dégénérée ?



